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Teorema do Limite Central



Distribui¢ao Assintotica da Soma e da Média
de V.A.’s: Teorema do Limite Central (TLC)

@ Na maioria das situacoes é dificil determinar a distribuicio da
soma de varidveis (mesmo que sejam independentes!). O
teorema seguinte justifica a grande utilidade e importancia
da distribuicao normal (quer em probabilidades quer em
estatistica).

@ O teorema que vamos ver de seguida diz-nos que, para um
grande nimero de v.a.’s com idéntico comportamento
(distribucional), seja ele qual for, e mesmo que seja
praticamente desconhecido, a distribuicao da soma das v.a.’s
aproxima-se de uma distribuicao Normal; e tem uma

distribuicao que é tdo mais proxima da Normal, quanto maior
for o nimero de v.a.’s da soma.




TLC

Teorema do Limite Central

Seja Xi,..., X, uma sequéncia de v.a. independentes e
identicamente distribuidas com valor esperado 1 < oo e variancia

02 < oo. Considere-se S, = > .7 ; X; e X, = =, ent3o quando
n
n — 400

Snh— E(Sn) Sn—np a

V) Vi

| S, —E(S,) s
n—ILTooP( \/m SZ)—(D( )a

onde ®(.) é a fungdo de distribuicdo da normal reduzida i.e.,
N(0,1).

N (0,1),

ou seja,
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ou seja,




Valor Médio e Variancia de Somas e Médias de
V.A.’s Independentes

Ubservar que:

E(S,) = (Zx) = E(X;) = nE(X;) = np
i=1

e como Xi, X2 -+ X, sao v.a. independentes tem-se

V(S,) = V(Xn:X;) Zv V(X1) = no?
i=1

Formulario

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

“XY. (m-nS?=ns?

2 2
TLX o ELN-T XL
n n

n
2 ~
E(X)=u Var(9) =2 ; E(Sz)=a2; E(s?)=0?

=E (Zn:x,-/n) = Z E(Xi) = E(X1) =

i=1
e como X, Xo--- X, sdo v.a. independentes tem-se

=V (XH:X,/H) = ’LXH:V(X,) = ;I;.V(X]_) = O:
i=1

i=1




TLG: Aproximacgoes
Observacoes:
@ O TLC deve ser usado apenas quando as v.a.'s Xi,..., X,
nao tém distribuicado normall!

@ A demonstracido do teorema exige algumas ferramentas
matematicas avancadas.

@ Asv.a. Xi,...,X, podem ser discretas ou continuas.

@ Geralmente considera-se n grande se n > 30

@ As distribuicoes binomial e de Poisson podem ser aproximadas
pela distribuicdo normal (na sec¢do anterior vimos que podem
er escritas como somas de varidveis aleatdrias). Assim:

o X ~ Bin(n, p) pode ser aproximada por X ~ N(np, np(1 — p)),
a aproximacao tem menor erro quando np >5e n(l —p) > 5

o X ~ Poisson()\) pode ser aproximada por X ~ N(), ), a
aproximacao _tem menor erro quando A > 5




Teorema de De Moivre-Laplace: Binomial - Normal

T. Limite Central: Aplicacao a aproximacoes para distribuicdes discretas

Corolario 5.3 (T. de De Moivre-Laplace) — Dada a sucessao de variaveis

aleatorias 11d, Xy, X5, ..., X,, . .., com distribuicdo de Bernoulli de média E(X;) = 0

e, portanto, Var(X;) = 6(1 — 0), tem-se,
L.Xi-nf a

s SN,

Nota: X = )~; X; ~B(n; 8). Quando n ¢ grande, utilizar o corolario. Mas...

com Correcao de Continuidade.

Murteira et al (2015)

9, o




Aproximacoes Baseadas no TLC: Binomial - Normal

Probabilidades associadas a uma

distribuicado Binomial, B(n,p), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com u=np e o =|np(1-p).

Para que a aproximagao nao seja muito ma,
devemosternp=>5en (1-p) > 5.

Aproximagao da Normal para a Distribui¢do
Binomial

= Quanto mais perto p estiver de 0,5, melhor serd a
aproximagdo da normal para a distribuicdo binomial

= Quanto maior o tamanho da amostra, n, melhor serd
a aproximagdo da normal para a distribui¢cdo binomial

= Regra Geral:
= A distribuicdo normal pode ser utilizada para
aproximar a distribuicao binomial se

np25en(l-p)25
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Aproximacoes Baseadas no TLC: Poisson - Normal

s  Probabilidades associadas a uma
distribuicao de Poisson, P(A), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com u= A e 6 =|A.

A aproximacao sera tanto melhor quanto
maior for A.
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TLC: Correcao de Continuidade

Avariante do T. L. C. para distribui¢Ges discretas introduz a corre¢do de continuidade que permite aproximar
uma distribuicdo discreta por uma distribuicdo continua, neste caso a distribuicao Normal.

Correcdo de continuidade: Seja X uma v. a. discreta, com varia¢do A (i.e., X pode tomar os valores
0,4,24,34,...),com E(X) = uy e Var(X) = o%. Entdo a corregdo de continuidade é efetuada da seguinte
forma:
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TLC: Correcao de Continuidade

Note-se que nas distribui¢es usuais, por exemplo, Binomial e Poisson, A= 1, pois tratam-se de distribui¢cdes
de contagem logo

PX=k)~P(k—05<X<k+0,5).

Com a aplicagdo das propriedades da distribuicdo Normal, podem generalizar-se as seguintes regras:

“ P(Xsk)mp(zsw)=q)(M);
Ox Oy
k—0,5- k—0,5—
= P <)~ P(Z< H) = o )
Ox Oy
k—05— k—0,5—
- P(sz)%P(ZE—uX):l—d)(—M);
Ox Oy
k+0,5- k+05—
. P(X>k)zP(Z> - ux):l—d)( - ”X)
X X ProbabilidadesEstatistica2019.pdf (@)
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Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

Continuidade
X = exactamente 120
Exactly 120
- 120 |
Note-se que X & uma v.a. P(X = 120) ~ P(120-0,5 < X < 120+0,5)
Normal que “aproxima” X .__
(sendo esta uma v.a. P(X =a)=P(a—6 < X < a+9)

discreta).

E SlidesBioestatistica6 (ua.pt)

o

1195 4 41205

N/

Intervalo que representa o valor discreto 120



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

P(X = 120) ~ P(X = 120-0,5)

Continuidade

At least

X = pelo menos 120 /M
=120, 121, 122, . ..

119.5
. More than
- X =mais do que 120 120

Note-se que X &€ uma v.a. =121,122, 123, ...

Normal que “aproxima” X =

(sendo esta uma v.a.

discreta). , At most
X = no maximo 120 y\
=0,1,...118, 119, 120 ,

120.5

Fewer
X =menos do que 120*%
=0,1,...118,119

119.5

P(X > 120) ~ P(X > 120+0,5)

P(X < 120) ~ P(X < 120+0,5)

P(X < 120) ~ P(X < 120-0,5)

idesBioestatfsti
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TLC: Resumo da Corregao de Continuidade

Observacao - aplicacao do TLC para distribuicoes discretas

@ Importante: A utilizagdo do teorema do limite central para
distribuicoes discretas apresenta um problema, uma vez que
se vai aproximar um fenémeno discreto por uma distribuicao
continua. Embora nao exista uma solu¢ao 6tima para todas as
situagdes, na pratica é comum adotar a chamada correcdo de
continuidade. Considere-se 0 < § < 1 e X a v.a. normal que
“aproxima” X, tem-se:

o PX=a)=Pla—d<X<a+))

o Pla< X <b)=Pla+d<X<bh-0)

o P(X<a)=P(X<a+d)

o P(X <a)=P(X <a—0d)=P(X < a-—20) (recordar que X é
continua...)

@ No caso da aplicagao do TLC a binomial e a Poisson o valor

tipico é 6 = 0.5, ou seja metade da variacao entre dois valores
consecutivos. Slides da Professora Concei¢cao Amado




TLC

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL E COROLARIOS
2: IX ﬂﬂ X ﬂ

TLC: Sendo X; iidcom E(X;)=u e Var(X;)= o2 = o /«f_ ~ N(0,1)
Corolério: Sendo X; ~ B(1:0) . iid = M ¢ ~N(0,)
: i :0) JQ(T
b+——m9 a—a—m? o
Correccio de continuidade: P(a < X £b) = [ na(l 2 ] [m] , com a e b inteiros
Corolério: Sendo X ~ Po(4) , quando 4 — 40 = ﬁl 2N

A

o b+%—/‘~l a—%—i )
Correccdo de continuidade: P(a < X £b) = @ - ,com a e b inteiros




Exemplo 1: TLC

Exemplo 1- aplicacao TLC

Uma empresa de chocolates embala caixas com 100 pacotes de bombons.
Os pesos por pacote sdo v.a.'s X;, onde X; 1L X;, com valor médio 0.5kg
e variancia 0.1kg2. S3o colocadas 10 caixas numa palete. Qual é a
probabilidade aproximada do peso dos bombons da palete ser superior a
510kg?

v

Slides da Professora Conceicdo Amado




Exemplo 1: TLC

Resolucao:
Xi— 'v.a. peso do i—ésimo pacote (kg)'
E(X:) =05, V(X)) =0.1,Vi e X; 1L X; para i # j

§ =510 X; ‘v.a. peso dos bombons colocados na palete (kg)'

E(S)=E (Zm"" ) $71900 £x.) = 1000E(X;) = 1000 x 0.5 = 500
(porque sdo identicamente distribuidas (i.d.) a Xi)

V(S)=V (E,‘E‘}" X,) 1900 1/(X.) = 1000V/(X1) = 1000 x 0.1 = 100
porque sdo independentes e identicamente distribuidas (i.d.) a X;.




Exemplo 1: TLC

Resolucdo (cont.):

Pelo T.L.C. tem-se que:

S—E(S) S-500.
m - \/m N(O?]')a

P(S >510) =1 — P(S <510) = 1—P(5_500 < 510_500) ~

V100 ~ /100
1 — (1) ~ 0.1587.



Exemplo 2: TLC

Exemplo 2 - aplicacao TLC e correcao de continuidade

O nidmero de chamadas de telemdvel registadas a partir de certa “zona”
numa hora tem, em condicOes estacionadrias, distribuicao de Poisson de
parametro 1500. Calcule a probabilidade (aproximada) de ocorrerem mais
de 1600 chamadas na préxima hora.




Exemplo 2: TLC

Resolucao:

X ~ Poisson(1500), como o valor de A é elevado n3o consta nas tabelas i
disponibilizadas, e sem a ajuda de um computador n3o é possivel calcular

a probabilidade pedida. Mas, podemos usar a distribuicao normal para Nota:

obter uma aproximagao. Lambda = 1500 > 5

Como X ~ Poisson(1500) pode ser aproximada por X ~ N(1500,1500) | Logo pode-se aproximar a
distribuicdo Poisson a

P(X > 1600) = 1 — P(X < 1600)~1 — P(X < 1600 + 0.5) = distribuicao Normal
X —1500 _ 1600.5 — 1500)

—1-P(X <16005)=1—P <
(X< ) ( V1500 ~— /1500

— 1 — ®(2.59) ~ 0.0048
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Teorema do Limite Central:
Exercicios



1. Considere que o tempo de viagem de autocarro entre Lisboa e Evora segue uma distribui¢do Uniforme
entre 100 a 120 minutos. Numa amostra aleatdéria de 30 viagens, qual a probabilidade de a média dos tempos
de viagem ser inferior a 112 minutos?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio 1: TLC

Seja X; av.a. que representa o tempo da viagem i de autocarro entre Lisboa e Evora, com X; ~ U(100; 120).
Logo,

100 + 120
u=EX) = — = 110;
(120 — 100)%> 100
2 = f) = =
a“ = Var(X;) 12 3

Seja X = 3—10()(l + -+ X30) a v.a. que representa a média dos 30 tempos de viagem de autocarro entre

Lisboa e Evora.
Pelo coroldriodo T. L. C,,

X—110 .
Z=

~ N(0; 1).
’100 01
3x30

= ®(1,80) = 0,9641.

Logo,

112 - 110

’ 100
3x30

P(X<112)=P|Z<
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2. Seja X a v. a. que representa o tempo decorrido entre a entrada consecutiva de 2 automdveis numa
autoestrada (AE), que segue uma distribuicdo Exponencial com valor médio 15 segundos. Numa amostra
aleatdria de 100 entradas consecutivas, qual a probabilidade de a soma dos tempos ser superior a 1350
segundos?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio 2: TLC

Seja X; a v.a. que representa o tempo decorrido entre a i-ésima entrada consecutiva de 2 automoveis numa

auto-estrada (AE), com X; ~ Exp (A = 1—15) Logo,

1
u=EX;) = T = 15 segundos,

15

2=Var(X;) = ! =152 = 225
o =Var(X;) = 2= = 225.
15
Seja Sip0 = X1 + -+ X190 @ v.a. que representa a soma dos 100 decorrido entre a i-ésima entrada
consecutiva de 2 automadveis numa autoestrada (AE).
PeloT.L.C,

5100_100x15 L]
Z= ~N(0;1).
V100 x 225 ©0:1)

Logo,

1350 — 1
350 500) —=1-d(-1) = O(1) = 0,8413.

100 x 225

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

3. Com aingestdo de um determinado farmaco para o tratamento da depressao, 20% dos doentes referem
sentir efeitos secunddrios durante a 12 semana de tratamento. Seja X a v. a. que representa o nimero de
doentes que sentem os referidos efeitos secunddarios numa amostra de n doentes. Numa amostra de 100
doentes, calcule a probabilidade de:

a) Pelo menos 15 terem sentido os efeitos secundarios.

b) Mais de 16 e menos de 45 ~terem sentido efeitos secunddrios.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio 3: TLC

Sabe-se que X ~ B(n = 100; p = 0,2).

Comon >50e0,1 <p < 0,9 podemos usar a aproximagao a distribuicdo Normal e

X~ N(u=np=20; c = /npq = 4).

a)P(Xz15)=1—P(X<15)z1—P(Z<

b)P(16<X<45)mP( ;

16 +0,5—-20

= ®(6,13) — ®(—0,88) = ®(6,13) — (1 — ®(0,88)) ~ 1 — (1 — 0,8106) = 0,8106.

Nota:

nxp=20>5

nxpx(1-p) =16 >5

Logo pode-se aproximar a
distribuicdo Binomial a
distribuicdo Normal

15— 0,5 — 20
T) =1— d(—1,38) = d(1,38) = 0,9162.
45— 0,520

f) — P(-0,88 < Z < 6,13)

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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4. Seja X av.a. que representa o niumero de automéveis que entram numa autoestrada (AE) num periodo
de 30 segundos, com X ~ P(4 = 9). Num periodo de 5 minutos, qual a probabilidade de:

a) Entrarem mais de 59 automaveis na AE?
b) Entrarem no minimo 55 e no méaximo 80 automdveis na AE?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Nota:

Exercicio 4: TLC | ">

Para 30 segundos, tem-se lambda = 9, entdo
para 300 segundos tem-se lambda = 90

Seja X’ a v. a. que representa o numero de automdveis que entram numa AE num periodo de 5 minutos (= |

300 segundos = 30 x 10 segundos), com X’ ~ P(A" = 101 = 90). Nota:

Lambda=90>5

. Logo pode-se aproximar a distribuicéo
X'~N(u=2"=90; 6 = V2 =v90). | poisson a distribuicio Normal

Como A > 20, podemos usar a aproximagao a distribuicdo Normal e

59 4+ 0,5 — 90
a)P(X' >59)=1-P(X'<59) ~1—P (z < —) =1-P(Z <-321)=1-d(-321)
V90
= ®(3,21) = 0,9993.
55 —0,5 — 90 80 + 0,5 — 90
b) P(55 < X' < 80 zp(—szs—) = P(=3,74 < Z < —1,00
) P( ) 750 790 ( )

= P(—1,00) - ®(-3,74) = (1 — ®(1,00)) — (1 — (3,74)) = ®(3,74) — $(1,00)
~ 0,9999 - 0,8413 = 0,1586.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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22 semestre — 2018/2019
04/05/2019 - 9:00 f

1. A rede informdtica interna de um banco funciona permanentemente. Considere que o tempo (em
minuto) de utilizacdo desta rede por um utilizador autenticado é uma varidvel aleatéria X com funcio
de distribuicao dada por:

x
Fx(ﬂ={ 1—eVE, x>0 T';: r-‘f]: F{X _r:;e) - ‘Iw‘%‘c{/ﬂ)ﬂgﬁ E

0, caso contrario,

{a) Obtenha a probabilidade de o tempo de utilizagido X ser superior a 30 minutos e inferior a 3 horas.  (

i
Pas G
(b) Tendo em conta que mﬁ) e ViX) = 112500, obtenha um valor aproximado para a (3.0)
probabilidade de o tempo médio de utilizagio da rede por 36 utilizadores autenticados ser superior
a 2 horas. ¥y (-« "“-"h




Exercicio 1 (a)
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Exercicio 1 (h)
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Teorema do Limite Gentral
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Exercicio 1 (h)
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Exercicio 1 (h)
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5.20 O tempo (em horas) que Jodo Pestana dorme por noite é uma variavel aleatéria com
distribuicao uniforme no intervalo (7,12).
(a) Calcule a probabilidade de Joao Pestana dormir mais de 11 horas numa noite.

(b) Calcule a probabilidade de, em 20 noites, Joao Pestana dormir mais de 11 horas
em pelo menos 3 dessas noites.

(c) Qual a probabilidade de Joao Pestana dormir mais de 1100 horas em 100 noites?




Exercicio 5.20 (a)

* V.a. de interesse
X = tempo (em horas) que JP dorme por noite

* Distribuicdo de X

* Prob. pedida
X ~ Uniforme(a, b) +00
P(X=>11) = f fx(x)dx
com 11
12 +oo
a = 7 = f 0.2dx+f 0dx
11 12
b = 12 = (O.Zx}lﬁ
* Ed.p.de X

0, caso contrario

farm{ =02, x€(7,12)
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Exercicio 5.20 (a)

K= Te~rpo (e— Lones) %‘ Aonn i~ —To

Mt (7,12
, ’F s ) L :rc—(“-?-, 12)
=L azx<bh —
fx( =5l asx _{QK (%)-J s
E(X) =22 var(x)= G52 o (.e
Elx)- Ft2- A5 venlx)- (2~ )2'
T 2
= (=3 \ 1 )
(Y ¥ (S

o) ?(Kb!ﬂ: 5 _gi__ A2 - _‘S__

tl
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Exercicio 5.20 (b)
* V.a. de interesse
Y =no. de noites em que JP dorme mais de 11 horas, num total de 20 noites '

* Distribuigio de Y

Y ~ binomial(n, p) * Prob. pedida
com P(Y=3) = 1-P(Y <3)
n = 20 = 1-P(Y=<2)
p = PX>11) = 1= Fpinomial(20,0.2)(2)
(@) 0.2 tabelg!calc 1-0.2061
. Ep.dey = 07939

P(Y = y] = (2]?) 0.2Y a —O.Z)ZO_Ir y= 0,1,2,...
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Exercicio 5.20 (c)

V.a. * Valor aproximado da probabilidade pedida
X; = tempo (em horas) que JP dorme nanoite i, i=1,...,n Atendendo a que np=100x9.5=950e no? =100 x 12 635. temos
n=100 P(S,, > 1100) = 1-P(§, =1100)
Distribuicgo. val d ] 1 P(Sn—n,u:{lll)o—n,u]
istribuicfo, valor esperado e varifincia comuns = - =
X; i.i‘d.Xga . 1. P Vno? Vno?
P =
E(X)=E(X)= f°’”‘Tb=7*'212=95 i=1.....n e .| 1100-950
VX)=V(X)=o?= T el S 02?28 oy oy 625
= 1-®(10.39
V.a. de interesse [ )
Sp =X, Xi =tempo (em horas) que JP dorme em n noites = 1 - ®(4.09)
tabelalcalc.
= 1-0.999978
Valor esperado e varidncia de S,
ES)=E(X0, X)) = £ EX) “SX xn E(X) = nE(X) = np = 0.000022.
V(Sw =V( ?;1 x;) MEP e vix) S xnv(X) = nV(X) = no?

s [Obs.

Distribui¢ao aproximadade S, Tirando partido do facto da f.d. ®(z) ser estritamente crescente e do “tiltimo” valor da tabela da f.d. da

Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se normal padrio, podemos adiantar que:

Su—E(Sp) Sn-n
n—EOn) _ SnZMH a \ormal©,1). © 10.39>4.09 = ®(10.39)>®(4.09) """ 0.999978;

tabelalcale.

Vv V(Sn) Vno?

o —10.39<-4.09 = @(-10.39) <®(-4.09)=1-P(4.09) = 1-0.999978 = 0.000022.]
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Inferencia Estatistica

Conceitos: Universo, Amostra Aleatoria, Distribuicdo de uma
Amostra Aleatdria e Estatisticas
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Probabhilidade vs. Inferéncia Estatistica

Pode dizer-se que a Probabilidade e a Inferéncia tém objectivos
diferentes: enquanto na Probabilidade se parte de um dado esquema
ou modelo para calcular a probabilidade de certos resultados ou
acontecimentos se realizarem; na Inferéncia parte-se de dados ou
observagdes e procura saber-se ou inferir-se algo sobre o modelo.

A Inferéncia é a “passagem do particular ao geral."

A Inferéncia Estatistica tem como objectivo definir procedimentos que
aplicados a uma amostra extraida da populacao, nos permitam
estimar parametros desconhecidos dessa populagao ou algo sobre o
modelo da populagao.

De facto uma amostra particular € apenas uma das muitas amostras
(em n® infinito se a populacao for infinita) que se podem obter por um
processo de amostragem.



Estatistica Descritiva vs. Inferéncia Estatistica

[ Estatistica Descritiva ]

}

Amostra Organizagao e Amostra
conjunto de dados | —% sintetizagdo dos - com as principais
desorganizados dados caracteristicas real¢adas

Populacio Probabilidade
\ Inferir para a populagéo /
as conclusdes tiradas da
analise dos dados
reduzidos

1

| Inferéncia Estatistica |




Populagao

Amostra

https://sites.google.com/site/estatisticabasicacc/conteudo/

» POPULAGAO:

» & uma colegao completa de todos os
elementos a serem estudados

> AMOSTRA:
» € um subconjunto da populagao
» CENSO:

» é uma colegdo da dados relativos a
todos os elementos de uma
populagéo:

https://slideplayer.com.




Amostra Aleatoria
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Populagao vs Amostra Aleatoria
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Amostragem
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Distribuicao de uma a.a.: V.a.’s Discretas

Qual é a distribuicao da a.a. (X1, ..., Xn), sendo as
va.’s Xi's(i=1, ..., n)iid a uma v.a. discreta X?




Distribuicao de uma a.a.: V.a.’s Discretas
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Distribuicao de uma a.a.: V.a.’s Poisson

Determine a seguinte funcao de probabilidade
conjunta da a.a. (X1, X2, X3): P(X1=4, X2=3, X3=5),
sendo Xi's (i=1, 2,3)iida X N P(A).




Distribuicao de uma a.a.: V.a.’s Poisson




Distribui¢ao de uma a.a.: V.a.’s Continuas

Qual é a distribuicdo da a.a. (X1, ..., Xn), sendo
Xi's (i=1, ..., n)iid auma v.a. Continua X?




Distribui¢ao de uma a.a.: V.a.’s Continuas

() se x fon ne Ve coTimen
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S ! prae Ll hckhe
-ﬁw-—l(
= . ('IJ (7 ) - 12 ()

»«?(719(7) (?)

ECQQu.'ﬁCcM\s..e & $Jm15w0€5 S

] ’?‘ ( ? Slides Professora Clatdia Nunes



Distribuicao de uma a.a.: V.a.’s Exponenciais

Determine a seguinte funcéo densidade de probabilidade
conjunta da a.a. (X1, X2, X3, X4): (1.3, 0.5, 2.5, 0.78),
sendo Xi's(i=1, 2,3, 4)iid a X N Exp(A).




Distribuicao de uma a.a.: V.a.’s Exponenciais
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Inferéncia Estatistica
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Estatistica
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Quais destas funcodes
sao estatisticas?

Estatistica

DEF. 4: ESTATISTICA:

Uma estatistica ¢ uma fun¢aio das variaveis observéveis, e ¢ por si propria uma variavel
observavel que ndo contém qualquer pardmetro desconhecido.

EXEMPLO 5: Seja a aa. [X;, X;, ... . Xy]. A média amostral x = £ ¢ uma

estatistica.

EXEMPLO 6: Sejaa via X~N(u,6°) compec’ desconhecidos, entio x - pi ndo

¢ estatistica porque ndo ¢ observavel, ¢ fungdo do pardmetro
desconhecido p.

EXEMPLO 6: Seja uma v.a. com distribuigio N(u;6°)| Quais sio Estatisticas?

a) X-u d) X-4

X

b) o= ) X - logX®

¢) X3

apostila.PDF (ufpr.br)



http://leg.ufpr.br/~paulojus/CE209/ce209teorica.pdf

Média e Variancia Amostrais
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Média Amostral

Distribuicoes de Amostragem

66



Média Amostral

Seja X1,X3, ..., Xy, uma a. a. duma dada populacdo com média u e variancia g2. A média amostral é
definida por:

Propriedades:

»uz=EX)=u;
» o2 =Var(X) =§az.
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Média Amostral: Variancia Conhecida

Se a distribuicdo da populagdo é Normal com desvio padrdo ¢ conhecido, entdo X ~ N (,u; %), ou seja,

X—pu

Z=—3—~N(; D).
Vn
Se a distribuicdo da populagdo ndo for Normal, mas a amostra é de grande dimensdo entdo, pelo corolario

doT.L.C., vem
Z <~ N(0;1).

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Média Amostral: Variancia Desconhecida

Se a populagdo € Normal mas o desvio padrdo o € desconhecido, e ndao rejeitando a hipdtese de
independéncia das distribui¢des por amostragem da média e da variancia da amostra, entdo tem-se que:
X—pu
T = -5~ th—1-

N
Se a distribuicdo da populagdao nao for Normal, mas a amostra for de grande dimensao entéo, por extensao
do corolariodo T. L. C.,

_— S f—# o
X~N(;—),ouse'a,2=—~N 0:1).
H\/ﬁ j % 0; 1)
n

Observagdo: Para valores elevados de n, a distribuigdo t-Student toma valores muito préximos aos da
N(0; 1). Existem alguns programas estatisticos (por exemplo, SPSS) que, nestas condi¢Ges, ndo utilizam a o)
distribuicdo Normal mas a t-Student.
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Distribuicoes de Amostragem

Formulario

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

n . n T2 n 2
Tighi o Zm(im T Z X
n n n

2 —
var(X)=2— ; EsY)=""152. EiS?)=02

X2, (n-1)S?*=nSs?
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Meédia Amostral: Exercicios

Distribuicoes de Amostragem
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Um fabricante de automéveis defende que o novo modelo que vai ser lancado no préximo més gasta em
média 9,7 litros aos 100 km, em circuito urbano, com desvio padrdo de 1 litro. Admita que o consumo segue
uma distribuicao Normal.
a) Qual a probabilidade de numa amostra aleatdria de 20 automadveis o gasto médio ser superior a 10
litros.
b)Qual a devera ser a dimensdao da amostra para obter, com pelo menos 90% probabilidade, um gasto
médio inferior a 10 litros.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: Média Amostral com Variancia Conhecida

Seja X av.a. que representa o nimero de litros consumidos pelo automdovel aos 100 km, em circuito urbano,
comX~Nu=97,0=1).

a) n = 20.
X dist. Normal | 7 = X—u ~ N(0; 1).
o conhecido %
— 10-9,7
P(X>10)=1—P()?510)=1—P(zs T | =1-PZ <134)=1-®(134)
V20
=1-0,9099 = 0,0901.
b) n =?
P(X<10)209 o P|2< 22715 09 a(03vR) > 09
(X<10)>09 e < T >0,9 & ®(0,3vVn) >0,
Vn

como ®(1,282) = 0,9
< 0,3Vn=>1282<Vn>4,2733 =>n>4,27332=183 =>n > 19.
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Um fabricante de automdveis defende que o novo modelo que vai ser langado no proximo més gasta em
média 9,7 litros aos 100 km, em circuito urbano, e o desvio padrdo é desconhecido.

Através de um esquema de amostragem estimou-se tal desvio padrdao como sendo s = 1 litro. Admitindo
que o consumo segue uma distribuicdo Normal, qual a probabilidade de, numa amostra aleatéria de 20
automaveis, o consumo médio amostral ser superior a 10 litros? E inferior a 8,9 litros?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio: Média Amostral com Variancia
Desconhecida

Seja X a v.a. que representa o niumero de litros consumidos pelo automovel aos 100 km, em circuito urbano,
comX ~N(u =97, ¢ =?).

n = 20.
X dist. Normal X—u
g : hecid =>T=T”tn—1=19-
g desconnheciao —
Vn
10-97
P(X>10)=1-P(X < 10)=1—P(T5 1 )=1—P(T$ 1,342) ~1-0,9 =0,1.
V20
89—9,7

P(X<89)=P|T<— =P(T <-3,578) =1—P(T <3,578) ~ 1 - 0,999 = 0,001.

V20

ProbabilidadeéEstatisticaZOiQ.pdf
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